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Frentes 8, 9 e 11: Geometria Analitica; Trigonometria; Geome-
tria Espacial

1. (FGV) No plano cartesiano, o ponto P possui coordenadas iguais e é equidistante dos pontos (-1, 7) e
(1, 3). O ponto P é

(a) (9,9)

(b) (10,10)
(c) (11,11)
(d) (12,12)
(e) (13,13)

Resolucao: (por Amanda Costa) A equacao da distancia entre dois pontos (z1,y1) e (2,y2) no
plano cartesiano é dada por:

d=/(z2 —21)2+ (y2 — 11)2
Vamos chamar as coordenadas de P de (w,w), uma vez que = deve ser igual a y para que as
coordenadas sejam iguais. A distancia de P a (—1,7) deve ser igual & distdncia de P a (1,3).
Portanto, a equacgao é:

VET—w)2+ (T—w)?2 =1 —w)?2+ (3 —w)2.
Vamos resolver essa equagao:
(-1 —w)?+ (7T—w)?=01-w)?+(3-w)?

Expandindo e simplificando ambos os lados usando o produto notével (a — b)? = a? — 2ab + b2,
teremos:

1—-2-(-1) w+w? +49-2-T-w+w?=1-2-1-w+w? +9—-2-3-w+w’
Simplificando ambos os lados:
142w +w? +49 — 14w + w? =1 — 2w + w® + 9 — 6w + w>.
Agrupando termos semelhantes:
50 — 12w + 2w? = 10 — 8w + 2w?,
subtraindo 2w? de ambos os lados:
50 — 12w = 10 — 8w.
Adicionando 8w e subtraindo 50 de ambos os lados:
—4dw = —40

Por fim:
w=——=10.

Portanto, as coordenadas de P sao (10, 10), alternativa (b).
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2. (UFMG 2011 - Adaptada) Considere as retas r, s e t de equagdes, respectivamente,

7
y =2x — 4, y=—z+11, y:x; .

(a) Calcule as coordenadas dos pontos de intersecio A =rNs, B=rNte C =sNt.

(b) Determine a érea do triangulo ABC.

Resolugao: (por Amanda Costa)

11.4

(a) A = rNs. Para resolver esse problema, podemos considerar que, se ambas sdo iguais a y,
entao podemos igualar o segundo membro da primeira equagao ao segundo membro da segunda
equagao.

20 —4=—-x+11
20 +x=11+4

3z =15
15

= — =25.

T3

Para encontrar o valor de y, basta substituir o valor encontrado para z em uma das duas
equagoes:
y=2-5—4=06.

Portanto, as coordenadas do ponto de intersecao r N s sdo A = (5, 6).

B = rNt. Para resolver esse problema, podemos considerar que, se ambas sao iguais a y,
entao podemos igualar o segundo membro da primeira equagao ao segundo membro da segunda
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equagao.

rz+7
5
5-2x—4)=x+7
10 —20=ax+7
10z —x =7+ 20

20 —4 =

9z = 27
97

_2l_3
=5

Para encontrar o valor de y, basta substituir o valor encontrado para x em uma das duas
equacoes:

y=2-3—4=2.

Portanto, as coordenadas do ponto de intersecao B = (3,2).

C = sNt. Para resolver esse problema, podemos considerar que, se ambas sao iguais a y,
entao podemos igualar o segundo membro da primeira equagao ao segundo membro da segunda
equagao.

B P

5-(—z+11)=a+7
—dr+55=x+7
—br—x=7—-55
— 6x = —48

—48
- _3
R

Para encontrar o valor de y, basta substituir o valor encontrado para x em uma das duas
equagoes:

y=—-8+11=3.

Portanto, as coordenadas de C' = (8, 3).

Para encontrar a area deste triangulo levaremos em consideragao as coordenadas encontrados
anteriormente, pois estas serao os vértices:

A=(56), B=(3,2), C=(8,3).
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O primeiro passo sera encontrar o determinante das coordenadas dos pontos A, B e C, teremos:

|5 6 l|
|3 2 l|
|8 301

1° Passo: Repita as duas primeiras colunas a direita da matriz

2° Passo: Multiplique os elementos das diagonais que possuem trés elementos, no sentido da
diagonal principal

| 5 6 1 | 5 6

| 3 02 1 | 3 2

| 8 3 1 | 8 3

(5.2.1) + (6.1.8) + (1.3.3)
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3° Passo: Some os produtos das diagonais principais
10 + 48 + 9 = 67

4° Passo: repita o procedimento feito anteriormente, mas agora com as diagonais secundarias:

|5 6 l|5 6
|3 2 1’3 2
|8 3 l|8 3

(8.2.1) + (3.1.5) + (1.3.6) = 16 + 15 + 18 = 49
5° Passo: subtraia o resultado da diagonal secundaria da principal:

Det=67 — 49 = 18

1
Calculando o determinante, podemos encontrar a area pela férmula: drea = 3 | Det|:

1
irea = — - 18 = 9.
drea = o

3. (OBMEP - Banco de Questdes 2013) Uma formiga esperta, que passeia sobre a superficie do cubo abaixo,
faz sempre o menor caminho possivel entre dois pontos. O cubo tem arestas de tamanho 1 cm.

E D

Qual distancia a formiga esperta percorrerd se ela for:
(a) Do vértice A ao vértice B?
(b) Do ponto M ao ponto N?

(¢) Do vértice A ao vértice D?
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Resolugao: (por Amanda Costa)

A distancia percorrida pela formiga em cada caso é:

a) do vértice A ao vértice B: 1 cm;

Para ir do vértice A ao vértice B, basta a formiga percorrer a aresta AB, que mede 1 cm, conforme
indicado no enunciado.

AB=1cm

b) do ponto M ao ponto N: 2 cm;

Para ir do ponto M ao ponto N, a formiga ira em linha do ponto M até o ponto médio de HB,
percorrendo assim a mesma medida da aresta AB, logo | em. Depois, ela seguira até N, percorrendo
a mesma medida da aresta BC, logo | cm de novo.

lem+1em=2cm

¢) do vértice A ao vértice D: 1 ++2 cm.
Para ir do ponto A ao ponto D, a formiga percorrerd a aresta AF e a diagonal FD.
A diagonal do quadrado de lado 1 cm mede:

d=1+2
d=1\2
d=V2cm

Portanto, ela percorrera 1 + V2 cm.

4. (ENEM 2022) A escala de temperatura Delisle (°D), inventada no século XVIII pelo astréonomo francés
Joseph-Nicholas Delisle, a partir da construcdo de um termoémetro, foi utilizada na Riussia no século
XIX. A relagdo entre as temperaturas na escala Celsius (°C) e na escala Delisle estd representada no
grafico pela reta que passa pelos pontos A e B.
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\ °D (Delisle)
150 A

B

0 105\ °C (Celsius)

Disponivel en: wiw Sroflous com. b, ACESso em: 22 mar. 2013,

Qual é a relacao algébrica entre as temperaturas nessas duas escalas?
a) 2D + C =100

) 2D + 3C = 150
(¢) 3D + 2C = 300
(d) 2D + 3C = 300
(e) 3D + 2C = 450

Resolucao: (por Tiago Alves) Para acharmos a relagdo algébrica, basta encontrarmos a equacao
da reta. A equacao da reta é da forma:
y=ax+b,

onde y representa o eixo das ordenadas (vertical) e z o eixo das abcissas (horizontal), a é o coeficiente
angular e b o coeficiente linear.

" Y (eixo das ordenadas)

I 1 1 I I
S543-2 10123 45 X (eixo das abscissas)

Em comparacao com o grafico da questao, observamos que y = D e x = C. Ou seja, a equagao da
reta pro grafico da questao sera:
D=aC+5b

Precisamos, portanto, encontrar os valores de a e b.

Encontrando b: b é o coeficiente linear, e seu valor é o valor da reta quando ela cruza o eixo y (ou
seja, quando x = 0), observando no grafico da questao vemos que a reta cruza o eixo y quando y =
150, portanto b = 150.
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Encontrando a: Seja A um ponto da reta com coordenadas (z1,%1) e B outro ponto da reta cujas
coordenadas sdo (x2,y2), o coeficiente angular da reta é dado por:

Y2 —
T2 — X1

a

Observe no grafico da questao que o ponto A tem coordenadas A = (0,150) e o ponto B tem
coordenadas (100, 0). Substituindo esses valores na equagao acima, obtemos:

0150
100 — 0

Por fim, basta substituirmos os valores de a e b na equacao da reta:
3
D= _50 + 150
Multiplicando ambos os lados da equacao acima por 2:

2D = <20+ 150> x 2

2D = -3C + 300
2D + 3C = 300,

alternativa (d).

5. (ENEM 2020) No periodo de fim de ano, o sindico de um condominio resolveu colocar, em um poste,
uma iluminagao natalina em formato de cone, lembrando uma arvore de Natal, conforme as figuras 1 e
2.

Poste

“Figura 1 Figura 2

A arvore deverd ser feita colocando-se mangueiras de iluminacao, consideradas segmentos de reta de
mesmo comprimento, a partir de um ponto situado a 3 m de altura no poste até um ponto de uma
circunferéncia de fixagao, no chao, de tal forma que esta fique dividida em 20 arcos iguais. O poste estd
fixado no ponto C (centro da circunferéncia) perpendicularmente ao plano do chéao.

Para economizar, ele utilizard mangueiras de iluminagao aproveitadas de anos anteriores, que juntas
totalizaram pouco mais de 100 m de comprimento, dos quais ele decide usar exatamente 100 m e deixar
o restante como reserva.
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Para que ele atinja seu objetivo, o raio, em metro, da circunferéncia deverd ser de

a) 4,00.
4.87.

Resolucao: (por Lucas Lopes) Quando falamos do sélido geométrico “Cone”, hd de notar a relacao
entre 3 parametros:

e Raio da circunferéncia que forma a sua base (chamado aqui de r);
e Altura do cone (chamada aqui de h);
e Geratriz do cone (chamada aqui de g).

De fato, a figura abaixo deixa clara a relagao entre tais parametros:

Note que a altura, o raio da base e a geratriz do cone formam um triangulo retangulo, onde a geratriz
é a hipotenusa e os demais parametros, os catetos. Portanto, uma maneira simples de determinar a
medida de qualquer um destes parametros é aplicar o Teorema de Pitdgoras, conforme expressada
a seguir:
g% = h2 42

No caso deste exercicio, é solicitado o valor do raio da base (r), e os valores da altura (h) e da
geratriz (g) sdo dados de maneira direta e indireta, respectivamente. O enunciado fala que o poste
onde serao penduradas as mangueiras tem 3 metros de altura. Logo,

h=3m

As mangueiras serdo penduradas de modo a ocupar a posigdo da geratriz do cone. Segundo o
enunciado, serao utilizados 100 metros de mangueira, divididas em 20 segmentos de igual tamanho,
uma vez que, ao serem fixados no chao, dividirao a circunferéncia da base em 20 arcos iguais.
Portanto,

~ 100
20
g=>5m
Com estas informagoes, torna-se possivel o calculo do raio da circunferéncia através do Teorema de
Pitagoras.

52 =32 + 72
25 =9 4 12
16 = r2
r=+4m

Como se trata de uma medida, o valor negativo ndo convém, restando o valor de 4 metros para o
raio da circunferéncia, o que estd afirmado na alternativa (a).
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6. (FUVEST 2018) O quadrildtero da figura estd inscrito em uma circunferéncia de raio 1. A diagonal
desenhada é um diametro dessa circunferéncia.

Sendo x e y as medidas dos angulos indicados na figura, a drea da regiao cinza, em fun¢édo de x e y, é:
(a) w4+ sen (2z) + sen (2y)
(b) m —sen (2x) + sen (2y)

(22) (

cos (2z) 4 cos (2y)

)
(¢c) m—cos (2z) + cos (2y)
)

(d) m— 5
sen (2z) + sen (2y)
(e) 7 - :

Resolucao: (por Lucas Lopes) Os exercicios de Geometria Plana, via de regra, exigem do estudante
uma boa capacidade de ver o desenho, interpretar a situagao e aplicar os conhecimentos adquiridos,
fazendo que um exercicio seja diferente do outro, por mais semelhantes que sejam.

No caso deste, o primeiro segredo é nao se assustar com as alternativas, e sim, prestar atencao do
desenho, copiado a seguir:

.

.
,/f N

~ \

[/ I 1
D15 /B
\ T i/

\ -‘-’\
\ ~_/

Note que a regido cinza nada mais é do que a drea da circunferéncia (de raio igual a 1), menos a
area do quadrilatero branco. A area desta circunferéncia vale:

A1:7T7"2
A1:7T~12
A1:7T

Quanto ao quadrilatero branco, note que ele é composto de dois triangulos retangulos cuja hipotenusa
é o didmetro da circunferéncia (ou seja, mede 2).

Isso porque os angulos dos vértices A e C estao inscritos na circunferéncia e, por definigao, eles
valem a metade do dngulo do arco da circunferéncia que eles limitam.
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Por exemplo. O adngulo C delimita, na circunferéncia, o arco BD, que vale 180° (metade da circun-
feréncia). Portanto, o angulo C vale 90°. O mesmo raciocinio vale para o angulo A.

Com isso, a andlise feita para um dos tridngulos retangulos que compoe o quadrilatero branco é
andloga ao outro triangulo. Estudemos o triangulo ABD, desenhado a seguir:

Utilizando relagoes trigonométricas, pode-se determinar a medida dos segmentos AD e AB. Note
que o lado AB é o cateto adjacente ao angulo x. Logo,

cosT = A—B
2
AB =2cosz

De maneira semelhante, o lado AD é o cateto oposto ao angulo x. Portanto,

) AD
sing = ——
2

AD =2sinx
Sabe-se que a area do triangulo nada mais é do que a metade do produto da base pela altura. No

caso de triangulos retangulos, a area é simplesmente o produto dos catetos dividido por dois, o que
resulta em:

AB x AD
£, ABXAD
2
Ay — 2cosx X 2sinx
2
Ay = 4cosxsine
2
Ay =2coszsinx
As = sin(2x)

Conforme mencionado anteriormente, pode-se estudar o triangulo retangulo CDB de modo analogo
ao desenvolvido para o triangulo retangulo ABD, concluindo que sua &area vale:

Az = sin(2y)
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Logo, para calcular a regiao cinza, basta fazer a conta a seguir:

Acinza =A - AQ - A3
Acinze = ™ — sin(2z) — sin(2y)

Isso estd afirmado na alternativa (b).

7. (ENEM 2021) Uma mola é solta da posigao distendida conforme a figura. A figura & direita representa
o grifico da posi¢do P (em cm) da massa m em fungdo do tempo t (em segundo) em um sistema
de coordenadas cartesianas. Esse movimento periddico é descrito por uma expressao do tipo P(t) =
+Acos(wt) ou P(t) = £Asen (wt), em que A > 0 é a amplitude de deslocamento méximo e w é a
frequéncia, que se relaciona com o periodo T pela férmula w = 27/T. Considere a auséncia de quaisquer
forgas dissipativas.

Grafico

Posigao
de equilibrio

Mola distendida

A expressao algébrica que representa as posigoes P(t) da massa m, ao longo do tempo, no grafico, é
(a) — 3 cos (2t)

(b) — 3 sen (2t)

(c) 3 cos (2t)

(d) — 6 cos (2t)

(e) 6 sen (2t)

Resolugao: (por Lucas Lopes) A titulo de conhecimento, este exercicio mostra o que, na Fisica, é
chamado de Movimento Harménico Simples (MHS). Trata-se do estudo do movimento periédico de
objetos, como a mola do sistema proposto no enunciado.

Matematicamente falando, este tipo de movimento pode ser expresso como uma fungao seno ou uma
funcao cosseno. Quem estiver mais habituado, pode identificar, visualmente, que o grafico dado do
movimento é uma “cossendide” ou um gréafico da funcao cosseno. Pode-se chegar a esta conclusao
da seguinte maneira:

Note que,
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P(0) = —3

Supondo que o movimento analisado é do tipo “seno”, tem-se:

P(t) = Asin(wt)
P(0) = Asin0 = 0.

Como esta conclusao nao é possivel para a situacao estudada neste exercicio, é possivel concluir que
)
o movimento analisado é do tlpO “cosseno”. Portanto,

P(t) = Acos(wt)

P(0) = Acos0
P0)=A-1=4
-3=A.

Logo, a expressao algébrica que representa o gréafico dado é do tipo:

P(t) = —3cos(wt)

Analisando as alternativas dadas, a unica possibilidade é:
P(t) = —3cos(2t)

Conforme o que estd escrito na alternativa (a).

8.

(OBJETIVA 2022) Sabendo-se que a medida do cateto adjacente ao angulo de 30° de certo triangulo
retangulo é igual a 6¢cm, assinalar a alternativa que apresenta a medida da hipotenusa desse triangulo:

Resolugao: (por Tiago Alves) Temos:

cateto adjacente

cos(f) = ———
hipotenusa

De acordo com a questao, o angulo é de 6 = 30, e o cateto adjacente mede 6 cm. Substituindo essas

informacoes na equagao acima, obtemos

6 cm

30)= "
cos(30) hipotenusa’

onde cos(30) = ? Logo,

\/3 6 cm

2 hipotenusa’
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Isolando a hipotenusa:

2
hipotenusa = — x 6ecm = —cm.
V3

V3

Multiplicando e dividindo a equacdo por v/3, podemos simplificar a expressao:

2
\/gx\/gcm

12
hipotenusa = 3 X V3 cm

hipotenusa =

hipotenusa = 4v/3 ¢m,

alternativa (d).

9.

(UERJ 2022) Observe o angulo central « do circulo trigonométrico a seguir:

Admitindo que 0 < oo < /2 e cos @ =4/5 , o valor de sen (27 — «) ¢é igual a:

(a) 3/5

(b) 1/2
(c) -3/5
(d) -1/2

Resolugao: (por Tiago Alves) Sabe-se, através da relagdo fundamental trigonométrica, que:

sin?(a) + cos?(a) = 1. (1)

4
De acordo com o enunciado da questao, cos(a) = 5 Portanto, a equagao (1) fica:

. 9 16
sin“aa=1— —
25
sin® o = g
25
. 9
sina =/ —
25
sina = £-.
5

De acordo com o enunciado, 0 < a < 27 (em graus: 0 < « < 90). Ou seja, « estd no primeiro
quadrante. Isso implica que o seno é positivo. Logo:

sina = —
5
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Seno Cosseno Tangente

=y .

Sinais das fung¢des trigonométricas em cada quadrante

A questao pergunta qual o valor de sin(27 — «). Para isso, podemos usar a relagdo trigonométrica:
sin(A — B) = sin A cos B — sin B cos A.

Portanto,
sin(2m — ) = sin(27) cos a — sin a cos(2). (2)

Mas como

sin(27) = sin(360) = 0
cos(2m) = cos(360) =1

a equagao (2) fica:
sin(2r — a) = —sina

. 3
Como sma:g,temos
3
(2 —a) = 5.
sin(2m — «) z

alternativa (c).

10. (ENEM 2022) Uma cozinheira produz docinhos especiais por encomenda. Usando uma receita-base de
massa, ela prepara uma porc¢ao, com a qual produz 50 docinhos macigos de formato esférico, com 2 cm
de diametro. Um cliente encomenda 150 desses docinhos, mas pede que cada um tenha formato esférico
com 4 cm de diametro. A cozinheira pretende preparar o nimero exato de porcoes da receita-base de
massa necessario para produzir os docinhos dessa encomenda.

Quantas porgoes da receita-base de massa ela deve preparar para atender esse cliente?

(a) 2
(b

) 3
(c) 6
(d) 12
(e) 24

Resolugao: (por Tiago Alves) Para resolvermos essa questao, precisamos calcular o volume total
de 50 docinhos esféricos de 2cm de diametro e depois o volume total de 150 docinhos com 4cm de
diametro, apds fazermos isso basta dividirmos um volume pelo outro para obter quantas porgoes de
receita-base a cozinheira deve preparar.
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Calculo do volume de 50 bolinhos de 2cm de diametro: Como o docinho é esférico podemos
calcular seu volume através da formula do volume da esfera, que é:

4
‘/1 ,docinho = gTnga (3)

onde R é o raio da esfera, e eles estd relacionado com o didmetro através da expressao R = d/2 (o
raio é metade do didmetro). Como d = 2¢m, temos R = lem.

Logo, o volume de um docinho com 2cm de diametro é:

4
3
Vl,docinho,Zcm = gﬂ'(l)
Vi _ =z 3
1,docinho,2cm — 37T cme.

Para descobrirmos o volume total de 50 docinhos de 2cm de didmetro, basta multiplicarmos o valor
do volume de 1 docinho por 50, ou seja:

‘/507docinhos720m = 50V1,docinho,2cm

4
200

= —T CcM

. @

Caélculo do volume de 150 docinhos de 4cm de didmetro: Como o bolinho tem 4cm de
didmetro, e o raio é metade do didmetro, entao

Rdocinho,4cm = 2cm

Substituindo na formula do volume da esfera obtemos

Vl,docinho,élcm =

Para encontrarmos o volume total de 150 docinhos com 4cm de diametro, basta multiplicarmos o
volume de um docinho por 150:

VVI50,dOCZ"I’LhOS,4Cm =1 50‘/1 ,docinho,4cm

32
=150 x | =

4
= %ﬂ' em®. (5)

Célculo da quantidade de receita base: Por fim, basta dividirmos a equacdo (5) pela equacao
(4) para obtermos a quantidade de receitas base:
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o VlSO,docinhosAcm
Qreceita base —
%O,docinhos,Qcm

4800

alternativa (e).

(ENEM 2022) Uma empresa produz e vende um tipo de chocolate, macigo, em formato de cone circular
reto com as medidas do didmetro da base e da altura iguais a 8 cm e 10 cm, respectivamente, como
apresenta a figura.

Devido a um aumento de preco dos ingredientes utilizados na producao desse chocolate, a empresa decide
produzir esse mesmo tipo de chocolate com um volume 19% menor, no mesmo formato de cone circular
reto com altura de 10cm. Para isso, a empresa produzird esses novos chocolates com medida do raio da
base, em centimetro, igual a

Resolugao: (por Bruno O.) Primeiramente calcularemos o volume do cone original, utilizando a
férmula para volume de um cone circular:

m-r2-h
V=—-u-—,
3

onde 7 é o raio da base e h a altura do cone. Utilizando os valores dados no enunciado, teremos:

7-42.10 160w
= cme.
3 3

V =
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O novo volume Voo deve ser 19% menor que V, ou seja,

19 81
“ 100" T 100"

81 1607
T 100 3
3-27-16-10 -7

10-10-3
27 - 16w
10

Vnovo =V

Seja rpove 0 raio correspondente ao novo cone de chocolate. Pelo enunciado, a altura do novo cone
¢ 10 cm. Podemos utilizar novamente a férmula de volume de um cone:
m-r2 10

novo
Vnovo =

3

Por outro lado, descobrimos o valor de V;ovo na equacao anterior. Logo:

27167 w12, - 10

10 3
3-27-16m 2
10-7-10  move
81-16

=T
102 novo
81-16
W = Tnovo-

Podemos utilizar que 81 = 92 e 16 = 42 para concluir que:

9-4
Tnovo = TO :376 cm,

alternativa (c).

12. (ENEM 2010) Uma empresa de refrigerantes, que funciona sem interrupgoes, produz um volume con-

stante de 1 800 000 cm? de liquido por dia. A méquina de encher garrafas apresentou um defeito durante
24 horas. O inspetor de produgao percebeu que o liquido chegou apenas a altura de 12 cm dos 20 cm pre-
vistos em cada garrafa. A parte inferior da garrafa em que foi depositado o liquido tem forma cilindrica
com raio da base de 3 cm. Por questoes de higiene, o liquido ja engarrafado nao serd reutilizado.

Utilizando 7 22 3, no periodo em que a maquina apresentou defeito, aproximadamente quantas garrafas
foram utilizadas?

Resolugao: Utilizaremos a férmula de volume de um cilindro:

V=m-r2h,
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em que r é o raio da base e h a altura. Sabemos que as garrafas possuem r = 3. O liquido foi
depositado até uma altura h = 12 cm. Sendo assim, em cada garrafa haviam

V =mr-3.12= 1087 ~ 324 cm?
de liquido naquele dia. O nimero de garrafas utilizadas serd dado por

volume total de liquido produzido 1800000

N =
liquido por garrafa 324

~2 5559,

alternativa (b).

Frente 10: Analise Combinatoria

13. (URCA 2022) Apds um rigoroso processo seletivo, um grupo formado por 7 homens e 4 mulheres atingiu
os requisitos exigidos por uma determinada empresa para fins de contratacdo. Porém a empresa ird
contratar apenas 6 dos 11 candidatos aptos, sendo que, destes 6, pelo menos duas devem ser mulheres.
De quantos modos a empresa pode escolher este grupo de 6 pessoas?

Resolugao: (por Amanda Costa)
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Primeiro precisamos entender que a questdo se trata de uma combinagdo, uma vez que a ordem ndo

formariam opgdes diferentes, entdo usaremos a férmula:

0 n!

n_ plp)t
Devemos identificar quantos grupos com mulheres conseguimos combinar e avaliar cada
possibilidade:

grupo com 2 mulheres: Lembre que neste caso existem 4 mulheres e irdo escolher 2 e 7 homens ¢
irdo escolher 4

2 4 ] 7!
C.C === .—
4" V7 2120 " 413!
_4.3.20 7.6.5.4 _ 4.3 7.6.5
T2t 0 A3 I TET
4.3 7.6.5 _ 12 210
— 2.1 °3.2.1° 2 " 6
= 6. 35 = 210

grupo com 3 mulheres: Lembre que neste caso existem 4 mulheres e irdo escolher 3 e 7 homens e
irdo escolher 3

3 .3 41 7!
C.CC=—.——
4" 7T o3 3
_ 4.3 7.6.5.4 _ 4 7.6.5
3T 34 VIR
4 7.6.5 _ 4 210
1°3.2.1° 1 " 6
= 4. 35 =140

grupo com 4 mulheres: Lembre que neste caso existem 4 mulheres e irdo escolher 4 e 7 homens e
irdo escolher 2

4 2 4! 7!
C.C=—.—
4" "7 4101 © 215!
_ 1 7.6.5 _ 1 7.6
oot 2m! -1 2
42
= 1. 5 = 21

Portanto, somando todas as possibilidades 210 + 140 + 21 chegamos a 371 possibilidades,
alternativa b

14. Cinco rapazes e quatro mogas fundaram uma empresa e resolveram que a diretoria da empresa seria
composta de cinco sécios dentre os quais pelo menos dois seriam mulheres. Assim, é correto afirmar que

o numero de maneiras que se pode escolher a diretoria dessa empresa é

b) 95.

(d

(a) 110.
(

)
(c) 105.
) 100.

Resolugao: (por Amanda Costa)




ﬁ SALVAGUARDA
2

Programa nacional de educacdo

Primeiro precisamos entender que a questdo se trata de uma combinagdo, uma vez que a ordem ndo
formariam opgoOes diferentes, entdo usaremos a formula:

v n!
C =—=—-0
n pln—p)
Devemos identificar quantos grupos com mulheres conseguimos combinar e avaliar cada

possibilidade:

Diregdo com 2 mulheres: Lembre que neste caso existem 4 mulheres e irdo escolher 2 e 5 homens e
irdo escolher 3

2 3 4! 5!

C . = — —

4" g 2121 7 3121

_4.3.20 5.4.31 4.3 5.4
2120 7 312 ooz 2
4.3 5.4

== .5 = 6.10 = 60

Diregdo com 3 mulheres: Lembre que neste caso existem 4 mulheres e irdo escolher 3 e 5 homens e
irdo escolher 2

3 2 41 51

C4' Cs = o323

4.3l 5.4.31 _ 4 5.4
3 7 23 1 2
4 5.4

=T = 4.10 = 40

Dire¢do com 4 mulheres: Lembre que neste caso existem 4 mulheres e irdo escolher 4 e 5 homens e
irdo escolher 1

4 1 41 51
C.C =—.—/—
R S TT TR YEY
4 Ss5a 1 5
4100 * 4111 o 1l

Portanto, somando todas as possibilidades 60 + 40 + 5 chegamos a 105 possibilidades, alternativa
g

15. (UFMG 2013) Uma pesquisa em um segmento populacional registrou o ntimero de filhos por mulher. Em
uma comunidade, & época da pesquisa, foram consultadas 1 200 mulheres, revelando uma distribuigao
conforme mostra o grafico abaixo.
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Distribuicéo de filhos por mulher

Observe que o grafico informa o ntimero de filhos por mulher e a porcentagem correspondente de mulheres
com esse numero de filhos, exceto na faixa correspondente a 5 filhos. Com essas informagoes,

(a) DETERMINE o ntimero de mulheres entrevistadas com 5 filhos.
(b) CALCULE a média de filhos por mulher.
(c) CALCULE a probabilidade de uma mulher, escolhida ao acaso, ter 3 filhos ou mais.

Resolugao:

(a) Pelo grafico, a porcentagem de mulheres entrevistadas com nimero de filhos entre 0 e 4 é:
7% + 20% + 30% + 20% + 15% = 92%.

Sendo assim, a porcentagem restante (8%) corresponde & quantidade de mulheres com 5 filhos.
Como o nimero total de entrevistadas foi 1200, podemos encontrar:

nimero de mulheres com 5 filhos = 8% - 1200 = 1(8);0 -1200 =8-12 = 96.

(b) Como hé pesos (porcentagens de mulheres) para os dados (nimero de filhos) da questdo, pre-
cisamos utilizar uma média ponderada:

Média =0 x 7% + 1 x 20% + 2 x 30% + 3 x 20% + 4 x 15% + 5 x 8%

20 30 20 15 8
* 700 T2 100 T3 100 T4 100 T X 100

204 60 + 60 + 60 + 40

o 100

240

100

= 2,4 filhos por mulher.

(c) A probabilidade de uma mulher ter 3 filhos ou mais ¢ a soma das probabilidades de uma mulher
ter 3, 4 e 5 filhos. Ou seja,
P =20% + 15% + 8% = 43%.
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16. (UFMG 2011) QUESTAO 04 Numa brincadeira, um dado, com faces numeradas de 1 a 6, serd langado
por Cristiano e, depois, por Ronaldo. Serd considerado vencedor aquele que obtiver o maior ntimero
como resultado do langamento. Se, nos dois langamentos, for obtido o mesmo resultado, ocorrerd empate.
Com base nessas informagoes,

(a) CALCULE a probabilidade de ocorrer um empate.
(b) CALCULE a probabilidade de Cristiano ser o vencedor.

Resolucao: (por Mauricio Trindade)

a) No primeiro lancamento, por Cristiano, o dado podera apresentar é faces possiveis, de
labé.
0O mesmo podera ocorrer no segundo lancamento, por Ronaldo, ou seja, de 1 a 6.
Assim, as combinacoes possiveis serao 36 (6x6).
Se preferir, embora mais trabalhosos, vocé pode construir uma tabela de eventos com
as combinacoes possiveis nos dois lancamentos sucessivos:
(1,1), (1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3)...(6,6)
E vera que o resultado sera o mesmo: 36

Para dar empate, as faces devem ser iguais nos primeiro e segundo lancamentos. Logo,
temos 6 maneiras possiveis para isso acontecer:
(1,1).(2,2),(3,3).(4,4).(5.5).(6.6).

Assim, a probabilidade de ocorrer um empate é de:

6 1
P=—==
36 6

b) Construindo a tabela de eventos, € possivel verificar que ha é possibilidades de
empate, 15 possibilidades de vitéria de Cristiano e 15 de Ronaldo (total = 36).
Vejamos, Cristiano ganha se der: (2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4x3),(5,1),(5,2),(5,3),(5.4),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4) € (6,5)

Logo, a probabilidade de Cristiano ser o vencedor é de:

17. (UFMG 2011) Cinco times de futebol, de igual exceléncia, vao disputar oito edi¢oes seguidas de um
torneio anual. Considerando essa informacao.

(a) CALCULE a probabilidade de um mesmo time vencer as duas primeiras edi¢oes desse torneio.

(b) CALCULE a probabilidade de ndo haver vencedores consecutivos durante a realizacdo das oito
edicoes desse torneio (Serd considerado vencedor consecutivo o time que vencer, sequidamente, duas
ou mais edigoes do torneio.).

Resolugao: (por Mauricio Trindade)
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a) Como os times tém o mesmo desempenho (do enunciado, “igual exceléncia”), a

probabilidade que cada um tem de ganhar uma edicao é de é . Assim, o time devera

vencer a primeira edicao € a segunda edicao .

Logo, a probabilidade de vencer as duas primeiras edi¢oes € de:
P= L X ]'_: L 0.04 4%}
sXc =5 (mesmo que 0,04 ou

Observe que, sempre houver a conjuncao aditiva "e”, ou seja,
dois ou mais eventos devem ocorrer de maneira sucessiva (e
independente), aplicamos o principio da multiplicacao. Apenas a
titulo de informacao, se a questio pedisse a probabilidade de
vencer a primeira ou a segunda edi¢3o, ou seja, de forma

1.1 2
alternativa, aplicariamos o principio da adicao: g+g == (04

5
ou 40%)
b) Esse problema tem maior complexidade e envolve andlise combinatéria. Vejamos um
passo a passo para a resolugao:

1. Primeiramente, precisamos determinar o numero de combinagdes possiveis de
vencedores considerando as 8 edigdes. Como temos 5 times, esse numero é
definido por 58

2. Agora, vamos determinar o numero de combinagdes possiveis sem que haja
vencedores consecutivos (a,, ). Considere que na primeira edi¢cdo podemos ter
qualquer time como vencedor, ou seja, ha 5 possibilidades (n). Para obedecer a
essa regra (ndo ter vencedor consecutivo), na segunda edi¢cdo somente 4 times
poderdo ganhar (n-1). O mesmo ocorre para cada edigdo subsequente e, assim,
podemos estabelecer a seguinte relacdo:

an, =5x 4"t
E como 530 8 edigoes:

ag =5x48%1=5x47

3. Porfim, ja temos como calcular a probabilidade, que sera determinada pela razdo
entre o numero de resultados possiveis sem gue haja vencedores consecutivos
(passo 2) e o nimero de combinacgdes possiveis (passo 1):

ag 5x47 47

47
e — 5@

P=(0,8)7 =0,2097 =20,97%
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18. (Faap-SP) O sexto termo do desenvolvimento de (z + 2)® pelo binémio de newton é:
(a) 4823

(b) 1075223
(c) 179223
(d) 3584x3
(e) 11223

Resolugao: Aplicamos o binémio de Newton:

(x+2)% =a® + <§>x7.21+...+< )xs(nl).2”1+...+28,

n—1

em que (nfl)xs_(”_l) -2"~1 ¢ o n-ésimo termo do desenvolvimento. Logo, podemos usar n = 6 para

encontrar o sexto termo: g g
8—(6—1) , 96—1 _ 3 95
(6 1)95 2 (5)96 2°.

Usamos a férmula de combinagao:

51-(8—5)l 5.3 3l

8\ 8! 8! 8§:-7-6 8-7-6
5 6
Logo, o sexto termo é:

8 8
<6 1>m8_(6_1) 961 = (5)x3 225 =562 2° =562 32 =17922°,

alternativa (c).

19. (UFOP) No meio da “invasao tecnoldgica” que toma conta de nossas vidas, dona Antonia esqueceu sua
senha bancdria justamente na hora de efetuar um saque. Ela lembra que a senha é formada por quatro
algarismos distintos, sendo o primeiro 5 e o algarismo 6 aparece em alguma outra posigao.

Qual é o nimero méximo de tentativas que o banco deveria permitir para que dona Antonia consiga
realizar o saque?

Resolugao: A senha de dona Antonio é da forma 5 _ _ _, onde _ representa um algarismo descon-
hecido. A principio, dona Antoénio pode escolher um entre 10 algarismos para cada uma das trés
entradas desconhecidas da senha. Porém, precisamos considerar que um dos algarismos é 6. Sendo
assim, dividiremos em casos:

1. se o algarismo 6 aparece na segunda entrada:
56 __

Lembre-se que os algarismos devem ser distintos, como enunciado. Logo, para a terceira
entrada, existem apenas 8 escolhas possiveis (pois o 5 e o0 6 ji apareceram) e, para a dltima
entrada, 6 opcoes distintas, uma vez escolhida a terceira entrada. Entao existem 8 -7 = 56
possiveis senhas.
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2. se o algarismo 6 aparece na terceira entrada:
5_6_

Entao também existem 8 - 7 = 56 possiveis senhas.

3. se o algarismo 6 aparece na ultima entrada:
5__6

8 - 7 = 56 possiveis senhas.

No total, existem portanto 56 + 56 + 56 = 168 possiveis tentativas distintas. O banco, portanto,
deveria permitir 168 tentativas para que dona Antonia consiga realizar o saque.

20. (ENEM 2022) Um prédio, com 9 andares e 8 apartamentos de 2 quartos por andar, estd com todos os seus
apartamentos a venda. Os apartamentos sao identificados por nimeros formados por dois algarismos,
sendo que a dezena indica o andar onde se encontra o apartamento, e a unidade, um algarismo de 1 a
8, que diferencia os apartamentos de um mesmo andar. Quanto a incidéncia de sol nos quartos desses
apartamentos, constatam-se as seguintes caracteristicas, em funcao de seus nimeros de identificagao:

e naqueles que finalizam em 1 ou 2, ambos os quartos recebem sol apenas na parte da manha;
e naqueles que finalizam em 3,4, 5 ou 6, apenas um dos quartos recebe sol na parte da manha:
e naqueles que finalizam em 7 ou 8, ambos os quartos recebem sol apenas na parte da tarde.

Uma pessoa pretende comprar 2 desses apartamentos em um mesmo andar, mas quer que, em ambos,
pelo menos um dos quartos receba sol na parte da manha. De quantas maneiras diferentes essa pessoa
poderd escolher 2 desses apartamentos para compra nas condigoes desejadas?

6!
(&) 9 G
9.0
6_2) 2!
A
©) 9 a2
W9 5
2—2)-2!

Resolugao: A restricdo dada pelo enunciado é: os dois apartamentos devem estar no mesmo andar
e pelo menos um dos quartos deve receber sol pela manha. Ou seja, de acordo com as informagoes
dadas, a unidade do numero de identificacao de ambos os apartamentos desejados pode variar de 1
a 6, mas nao pode ser 7 ou 8.

Sendo assim, existem 9 andares possiveis e, em cada andar, deve-se escolher 2 entre 6 possiveis
apartamentos:

6 6!
ntimero de maneiras diferentes =9 - <2) =9 21(6 — 2)!”

alternativa (b).




